85  Geénéralisation et propriétésdel’intégrale définie

5.1 Airealgébrique
b

En définissant I'intégrale definie )(x)dx , I'aire de la figure comprise entre le graphique G de f, I'axe des
a

abscisses (Ol) et les verticales x = a et x = b, la fonction f éait positive sur I'intervalle [ab]. Dans le cas ou la
fonction f est négative sur I'intervalle [a,b], la définition et le calcul de I'intégrale définie restent semblables mais,

g
évidemment le résultat seranégatif ; en effet danslasomme S, = Q (%), les f(x;) sont négetifs
i=1
(lesD;x restant positifs).
L’intégrale définie garde son sens géométrique, mais cette aire est affectée d'un signe, soit le signe positif s le
graphique est au dessus de |’ axe des abscisses (Ol), soit le signe négatif s le graphique est au dessous de (Ol).
b
(H(x)dx représente donc une aire algébrique.

a

aire positive

négative

5.2 Propriétésdel’intégrale définie

b b b
D daf(x)tbgX)dx=a g(x)dx+b @) dx," {ab} I R (découle de la propriété 1) des primitives)

a b a
2 ) @dx)dx=0 i) d)dx =- ch(x)dx
a a b
b c b b b
i) (x) ax = §(x) dx + §(x) dx iv) Sif(x)<g(x)," xI [ab], aors Ax)ax < cp(x)dx
3) a) Sifestparedans!’intervalle[-aal, Y ae a2
el O 20
A 0 ‘ \
UGN,
b) S f estimpaire dans!’intervalle[-a,a], - tATI=1az]
dors §00ck=0 Al
démonstrations en exercice. 7 N




86 Notion de différentiellet

6.1 Rappel: i
f(x)- f(x

Lafonction f est dite dérivableenx, 9  |im M =f'(X,)
X® Xg X=X,

existe dans R , avec f' (x,) pente de latangente t AG au point PO, f(xo)).  peett .

En d autres termes, ladroitet " approche " le graphique G; au voisinage

de X, I"erreur commise sur Ies ordonnées étant négligeable en regard de fxo)

I"accroissement h=x—xo (U X =Xth). —_—

=

T s | [ SRS SR S

Une équation cartésiennedet est t:y =f(x) +f (%) (X — Xo) ;

1 § R

6.2 Interprétation:

comme |im M =f'(x,) U lim f(X)-f(x9) _ fx)=0 O |im f(x) - (f(X0)+f'(X0)(X- XO)) o
X® X X- Xo X® X0 X-Xo X® X0 Rl
et donc limfX)- (fxg+Fixp)x-xg)) =0 U lim f(x) - (F(xg)+ F(x,ph) =0
X® X0 X® X0
0 lim f() - (F(xg+ F(xoph) =0 0 lim MN =0
X® X0 X® x0

Inter prétation geométrique : s f est dérivable en X, alorsil existe une droite t, contenant le point P(Xo,f(Xo)),
telle que pour x proche de Xo, le nombre f(x) est proche de |’ ordonnée du point de t ayant la méme abscisse X .

Interprétation analytique : s f est dérivable en Xy, il existe une application linéaire, noté dfx, définie de R dans
IR telle que dfx, () = ah, olla=f (o), et dont le graphique est la droite t, tangente & G au point P(Xo,f(Xo)) -

Cette gpplication dfx, S appelle ladifférentielle def en X, : dle est I’ unique approximation linéaire de f au
voisinage de X, . Unetelle fonction f est dite différentiable en x, .

Note : d'apres ce qui précede, les notions de dérivabilité et de différentiabilité en x, sont équivalentes.

Exemples:
1) s f(x)=x,dorsdfx,(h)=Th=h
2) sf(x)=c,dorsdfx,(h)=0h=0
3) s f(x) =X, dorsdfx.(h) = (2xo)% et la différentielle dfx, dépend ici de X, .

6.3 Dedivers abus :

Historiquement, la notion de différentielle comme application linéaire a été formulée bien aprés la mise au point du
cacul différentiel. Pour les besoins de la pratique, on commet certains abus simplificateurs. Le plus important
consiste, lorsqu’ on a une fonction f donnée par y = f(X) , a noter cette fonction f par y (adlors que y n'est que la
vaeur delafonctionfenunx 1 Dy ).

! De fagon beaucoup moins rigoureuse que Newton en apparence, Leibniz utilise la notion d’infiniment petit. S x est une quantité variable, il
note dx un accroissement infinitésimal de cette quantité. S une quantité y dépend de x, par exempley = », alorsdy = (x+dx)? —

= X2+ 2xdx + (dx)? et donc dy = 2xdx + (dx)? . A ce niveau, Leibniz dit que le terme (dx)? est négligeable devant le terme 2xdx et le
considere tout simplement comme nul, d’ou : dy = 2xdx.

Le manque de rigueur annoncé se situe a ce niveau. A priori, une quantité est nulle ou nel’ est pas. Elle ne peut pas |’ étre quand on le désire
et ne plus |’ &re quand on ne le veut pas. Cette difficulté fut levée par Cauchy au début du XIX™ siécle grace & la notion de limite, mais elle
fit perdre la richesse intuitive de I'idée d' infiniment petit. Elle évitait cependant bien des erreurs a ceux qui n’'arrivaient pas a acquérir
facilement I"intuition de ce qu’ est un infiniment petit. La difficulté ne fut résolue complétement que par Abraham Robinson dans la seconde
moitié du X>X€™ avec | analyse non standard. || nomma son invention ainsi par opposition & I’ analyse classique qui se trouve donc
considérée comme standard. Dans cette analyse non standard, on manipule donc des infiniments petits "actuels' par opposition aux
infiniments petits "potentiels’ de |’ analyse classique. Le mot potentiel signifieici que, quel que soit le nombre e > 0 envisagé, il existe des
nombres strictement plus petits. Derriére cette idée, la notion de limite n’ est pasloin.
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Soit f une fonction différentiable en x, et dfx, sa différentidleen x; :

1) dansdfx, onremplacef pary et on omet I’indice X, et on note dy ( ou df ) lavaleur de dy(h),

dou:|dy=f (x)h|; dy est alors un nombre ( considéré comme" variable dépendante " de x, et de h).

Voici quelques conséquences de cet abus : S I'on pose Dy = f(X + h) —f(Xo), ona:

lim 1) - (f(x+Fxh) =0 O 1im ({9 - f(x)- fxoph =0 O fim (Dy-dy) =0

X® x0 X® x0 X® x0

f(x0l+h)-f(x0) . f(x,+h) -f(x,) « 1 —1dod Iimﬂ -1
fi(x,) %

Deplus s f'(x)* 0,0ona Iimﬂ= lim Im
X® X0 X XO f(XO) X® xody

X® X0 dy X® X0

c'est cettederniérereation qui incite le physicien a remplacer, pour h® 0 (ou Xx® X, ), Dy par dy .

2) Appliquons maintenant |dy =f (o) | (*) alafonction identité f = idy : on obtient dy =1 xh.
Or, pour cette fonction f, onay = x ; d’ ou, avec |’ abus traditionnel : dx=h
et laformule (*) devient dy = f (o) dx de laguelle on tire f'(Xo) = 3—3)/(
Remarque : S f est différentiable pour tout x d’un intervalle I, on note encore, par abus,

sadifférentielle dy = (x) dx (ou df(x) =f(x) dx , ou encore f ' (x) = 3—3)/()

exemples: sy =f(x) = cog(x), dorsdy = -sin(x) dx
sy=f(x)=x, dorsdy=3x* dx

Note : soit une fonction f et une de ses primitives F avec F' (x) = f(x) : on anoté F(x) = ()(x)dx ;

s I'on posey = F(x), dors dF(x) = dy = F (x) dx = f(x)dx et donc (h(x)dx = ' (x)dx = | @F(X) = F(x)

de méme dF(x) = | d( h(x)dx ) = f(x) dx ; (ouencore (dF=F etd¢f =f )

la différentiation et I’intégration sont donc deux applicationsinverses|’une del’autre.

6.4 Quelquesthéoremes

Les théoremes sur les dérivées peuvent étre reformulés al’ aide de la notion de différentielle
( en commettant plus ou moins les abus vus plutét ) .

1)  Soit f différentiable en x et g différentiable en'y =f(x) ; soit z = g(y) = g[f(X)] .

Alorsg o f est différentiable en x et ona ;|92 =42 &Y

dx dy dxf|
dém:Ona y=f(x) doldy=f'(x)dx et f'(x)=%
z=g(y) doudz=g(y)dy et g(y) =&
dy p d_d,Y
z = (gof)(x) d’olidz = (gof)' (x) dx et dx dy dx

(gof) () = L&
et (gof) ()= 9) ¥ 'x)
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2)  Soit f et g deux fonctions différentiables en x et définies par u = f(x) et v = g(x).
Alorsfx est différentiableenx etona |d(uv) =v du + u dv|.

démonstration en exercice.

3)  D’une maniére analogue, tous les théoremes concernant la dérivabilité peuvent ére transcrits
en termes de différentiabilité :

a) d(utv)=du+adv d) d(sin(u) = cos(u) du

b d(ku) =k du e  d¥)=32du

c) d%):"dU;UdV f)  ditan(u)) = (1 +taP(U)) du  ec....
V2

87 Méthodesd’intégration

7.1 Par substitution
Exemples d'introduction :

1) soitacaculer ¢ (x3+2)2 3x2dx : on observe que (X*+2)' = 3x*, donc s I’ on pose f(x) = X*+2, dors
lintégrale s écrit ¢ 2(x) ¥(X) dx :%f ) + c:%(x3+2)3 +C.
S I'onposet = f(x) = X + 2, on adt = 3x* dx, ce qui donne
dx?’+2)2 3x2dx = Otz dt =%t3 +C :%(x3+ 2)3+C
2) soitacaculer ¢sn3(x)dx :ona ¢9n3(x)dx = Sn2(x) Sn(x) dx = ¢ [(1— cosZ(x)] an(x) dx .
Si I'on poset = cos(x), on adt = -9n(x)dx, ce qui donne
GEni) dx = A3 cos(x)] ) o =g)(1- ©2) (-elt) = fz-2) ot =1e- t+c=Loosi(x)- cosx) +c

Description de la méthode:

Soit acaculer ¢ h(x) dx , ot h est une fonction définie sur un intervalle . Supposons de plus qu'il existe une

fonction f définie sur J dont on puisse facilement calculer les primitives et une fonctiong: | ® Jteles que
g est dérivable et de dérivée continue sur | et x 1 I, h(x) = f[g(x)] xg (x)
(danslI’exemple1) ona : h(x) = (¢+2) x3¢, f(t) = t* et g(X) = X*+2)

Alors, s F est uneprimitivedef sur J, Fog est une primitivedeh sur I.
Preuve : (Fog)' (x) = F [9(X)] X (x) = flg(x)]g (x) = h(X)

Conséquence:
On peut utiliser laméthode de substitution pour le calcul de ¢ h(x) dx si I"on peut reconnéitre dans h(x) une

expression g(x) telle que h(x) = f[g(X)] xg'(x) , ou g et f satisfont aux hypothéses décrites plus haut.
On pose alorst = g(x) et par conséquent dt = g'(x) dx. On peut alors écrire :

¢ hx) dx = ¢ flg)] g(x) dx = ¢ () dt = F(t) +c = Hgx) | + ¢

Remarque : Dans cette méthode, on introduit une nouvelle variable t qui est fonction de I’ ancienne x
lafonction g fait correspondre a tout X un nouveau t .
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Application au calcul d’'uneintégrale définie :

b
Soit acalculer Gh(x) dx , ot h est une fonction définie sur un intervalle |, avec que h(x) = flg(x)] xg'(x) ;

posonst =g(x) ,doudt =g (x) dx ; onaaors:

s[()
oh(x) dx = of[g(x)] xg(x) dx =[F(g(x)) ]2 = F(g(b)) - F(a(@) = ¢ (®) dt

9@

Remarque :
Lors de la substitution donnée par t = g(x), les bornes d’intégration a et b sont & changer en g(a) et g(b).

4

Exemple : soit acaculer ¢ 2X dx :onremarque que (C+1) = 2x

emp 9()(2—+1)a que que (x+1)

posons donc t = X°+1 et dt = 2x dx , deplussix:4dorst:42+1:17etsix:O,dorst:(O)2+1:1

N--1,1=-16

dors o(m o—dt [—] :(—)-(—)—— =17 Us

7.2 Intégration par " parties”
Si u et v sont deux fonctions dérivables ( donc différentiables) sur un intervalle I, nous avons vu que
d(uv) =vdu+udv

dou udv=d(uv)-vdu

etdors ¢ udv=¢[duwv) -vdu]= ¢ dwv) - ¢ vdu =w - ¢ vdu

ou encore (U V(X) dx =u(x) v(X) - ¢ v(x) u(x) dx

Exemples: 1) soitacaculer ¢ X cog(x) dx :

posons les ™ parties™ : u=x dv = cos(x) dx
du = dx v =9n(X)

D’ou ¢ x cog(x) dx =x 9n(x) - ¢ Sn(x) dx =xdn(x) - (-cos(x)) +c=x dn(x) +cos(x) +c .

b b
2) pour lesintégraes définieson a: QU dv =[u V]g ovdu




